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22411 

完璧な完全直方体は存在するか 
2627 土屋怜大 

 

この研究では完璧な完全直方体が存在するための条件を絞ることを目的とする。整式𝑑2 + ⅇ2 + 𝑓2 =

2𝑔2が成り立つことが分かり、この式を満たす正整数の組(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)を ExcelVBAを用いて探したところ、

それらの数の差に規則性があることが分かった。𝑒と𝑓の差𝑝と、𝑓と𝑔の差𝑞を用いて、𝑑, 𝑓を正整数𝑚の

関数として条件を絞った。 

 

キーワード 正整数 ExcelVBA  

 

１. 定義 

 完璧な完全直方体とは直方体において、直方体

の各辺、各面の対角線、空間の対角線すべての長

さの比が正整数であるもの。空間の対角線の比が

正整数であるという条件を除けば、直方体の各辺、

各面の対角線が正整数である完全直方体は存在

している。空間の対角線の条件を考えるかどうか

を区別するため、この条件を考える場合を完璧な

完全直方体と言うものとする。 

𝑓(𝑥)を𝑥を変数とする𝑛次の多項式としたとき、

dⅇg{𝑓(𝑥)} = 𝑛とする。 

 

２．目的 

完璧な完全直方体が存在しないことを示すこ

とを最終目標とする。そのために本研究では完璧

な完全直方体が、存在しうる条件をしぼることを

目的とする。 

 

３．仮説 

 

（図-1） 

直方体の各辺、各面の対角線、空間の対角線を

（図-1）のようにおくことにより以下の式を得る。 

                                         

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑑2…① 

𝑏2 + 𝑐2 = 𝑒2…② 

𝑐2 + 𝑎2 = 𝑓2…③ 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑔2…④ 

これらより次の式を得る。 

𝑑2 + 𝑒2 + 𝑓2 = 2𝑔2…⑤ 

これを満たす正整数の組(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)を ExcelVBA を

用いて探し、規則性を考える。 

 

４．結果ⅰ 

ExcelVBA用いて次の結果を得た。 

 

（プログラム） 
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（結果） 

 
 

５. 考察ⅰ 

以下𝑑 < 𝑒 < 𝑓とする。 

𝑒 + 2 = 𝑓 + 1 = 𝑔という組が見つかり、 

これらの整数は𝑚 ∈ 𝑁を用いて次のように表せる。 

(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔) = ((6𝑚 ± 1), (6𝑚2 ± 2𝑚 − 1), (6𝑚2

± 2𝑚), (6𝑚2 ± 2𝑚 + 1)) 

また同様に𝑒 + 4 = 𝑓 + 2 = 𝑔の場合、𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔の最

小公倍数が１である組のみを考えると、 

(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔) = ((12𝑚 ± 4), (12𝑚2 ± 8𝑚 − 1), (12𝑚2

± 8𝑚 + 1), (12𝑚2 ± 8𝑚 + 3)) 

が考えられる。 

ここで、これらの組が全ての(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)の組を考え

れていることを示す。 

⑤𝑑2 + 𝑒2 + 𝑓2 = 2𝑔2について 

𝑒 + 2 = 𝑓 + 1 = 𝑔のとき、 

𝑑2 + (𝑓 − 1)2 + 𝑓2 = 2(𝑓 + 1)2 

𝑑2 = 6𝑓 + 1 

𝑑 ≡ ±1 (𝑚𝑜𝑑 6) 

よって 𝑑 = 6𝑚 ± 1 (𝑚 ∈ 𝑁) 

逆に𝑑 = 6𝑚 ± 1のとき𝑓 = 6𝑚2 ± 2𝑚となり成立。 

同様に𝑒 + 4 = 𝑓 + 2 = 𝑔のとき、 

𝑑2 + (𝑓 − 2)2 + 𝑓2 = 2(𝑓 + 2)2 

𝑑2 = 12𝑓 + 4 

𝑑 ≡ ±2, ±4 (𝑚𝑜𝑑 12) 

よって 𝑑 = 12𝑚 ± 2,12𝑚 ± 4 (𝑚 ∈ 𝑁) 

ただし、𝑑 = 12𝑚 ± 2は𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔の最小公倍数が１

にならないため𝑑 = 12𝑚 ± 4のみ考える 

逆に𝑑 = 12𝑚 ± 4のとき𝑓 = 12𝑚2 ± 8𝑚 + 1とな

り成立。 

６. 考察ⅱ 

ⅰのことを𝑒, 𝑓, 𝑔の差に注目して考える。 

𝑝, 𝑞 ∈ 𝑁を用いて、𝑒 + 𝑝 = 𝑓, 𝑓 + 𝑞 = 𝑔と表し、 

𝑑, 𝑓を𝑚 ∈ 𝑁の関数として、𝑑 = 𝑑(𝑚),𝑓 = 𝑓(𝑚)と

して考える。 

⑤より次の式を得る。 

 𝑑(𝑚)2 = 2(𝑝 + 2𝑞)𝑓(𝑚) + (−𝑝2 + 2𝑞2)…⑥ 

このとき、十分に大きな𝑀に対して𝑀 < 𝑚で、 

𝑑(𝑚) < 𝑓(𝑚) − 𝑝となり𝑑 < 𝑒 < 𝑓 < 𝑔を満たす。 

⑥より、2dⅇg{𝑑(𝑚)} = dⅇg{𝑓(𝑚)}である. 

𝑓(𝑚)を 2 次の関数だと仮定して、𝛼, 𝛾 ∈ 𝑁, 𝛽 ∈ 𝑍

を用いて、 

𝑓(𝑚) = 𝛼𝑚2 + 𝛽𝑚 + 𝛾とおくことにより次を得る。 

𝑑(𝑚) = 2(𝑝 + 2𝑞)𝛼𝑚2 + 2(𝑝 + 2𝑞)𝛽𝑚

+ 2(𝑝 + 2𝑞)𝛾 + (−𝑝2 + 2𝑞2) 

このとき𝑑(𝑚) ∈ 𝑁[𝑚]であることから、 

2(𝑝 + 2𝑞)𝛾 + (−𝑝2 + 2𝑞2) = 𝑠2として考え、 

𝛼 = 2(𝑝 + 2𝑞), 𝛽 = ±2𝑠とすると、 

 𝑑(𝑚) = 2(𝑝 + 2𝑞)𝑚 ± 𝑠となるものがある。 

∴ 𝑑(𝑚) = 2(𝑝 + 2𝑞)𝑚 ± 𝑠…⑦ 

 𝑓(𝑚) = 2(𝑝 + 2𝑞)𝑚2 ± 2𝑠𝑚 + γ…⑧ 

しかし任意の正整数𝑝, 𝑞に対してすべての 

(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)の組がこの式で表されているかは考え

ることができてない。そのため今後は存在しない

範囲をしぼるという点で考え、考えるべきすべて

の(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)の組のうち上記の式を満たしている

(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)の組が完璧な完全直方体となるかを考

えるものとする。 

 

７. 考察ⅲ 

ⅱで求めた(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)にさらに条件を考える。 

仮説・方法ⅰと同様に①②③④より次の式を得る。 

 −𝑑2 + 𝑒2 + 𝑓2 = 2𝑐2…⑨ 

𝑐と𝑒の差を𝑟とおくと、𝑐 + 𝑟 = 𝑒 = 𝑓 − 𝑝と表せる

ので⑨より次の式を得る。 

𝑑(𝑚)2 = 2(𝑝 + 2𝑟)𝑓(𝑚) − (𝑝2 + 4𝑝𝑟 + 2𝑟2)…⑩ 

⑥⑩より次の式を得る。 

4(𝑟 − 𝑞)𝑓(𝑚) − (2𝑞2 + 4𝑝𝑟 + 2𝑟2) = 0…⑪ 

これを𝑚についての方程式と考えると方程式が正

整数解𝑚を持たなければならない。そのため少な

くとも判別式𝐷は平方数である。 
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⑧を代入することにより次の式を得る。 

𝐷 = 26(𝑟 − 𝑞)(𝑝 + 𝑞 + 𝑟)(𝑝𝑞 + 2𝑞𝑟 + 𝑟𝑝)…⑫ 

ここで𝐷 > 0を示す。 

(𝑝 + 𝑞 + 𝑟), (𝑝𝑞 + 2𝑞𝑟 + 𝑟𝑝) > 0 より 𝑟 − 𝑞 > 0 を

示す。 

補題１ 

𝐹(𝑥) = √𝑥 + 𝑡 − √𝑥(𝑥 > 0, 𝑡 > 0)とするとき𝐹(𝑥)

は𝑥 > 0で単調減少する。 

𝑑

𝑑𝑥
𝐹(𝑥) =

1

2
{(𝑥 + 𝑡)−

1
2 − 𝑥−

1
2} < 0 

よって、成立。 

 

𝑟 = 𝑒 − 𝑐 

                        = √𝑏2 + 𝑐2 − √𝑐2 

𝑞 = 𝑔 − 𝑓 

                                           = √𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − √𝑎2 + 𝑐2 

補題１より𝑎2 + 𝑐2 > 𝑐2であるため、 

𝐹(𝑎2 + 𝑐2) < 𝐹(𝑐2)となり𝑟 > 𝑞が成り立つ。 

以上より𝐷 > 0となる。 

しかし、逆に𝐷が平方数であり、解𝑚が正整数であ

っても(c, d, ⅇ, f, g)が条件を満たすとは限らない。 

 

８．結論 

⑥⑩で 5正整数c, d, ⅇ, f, gを差𝑝, 𝑞, 𝑟で考え、⑦⑧

でmに関して𝑝, 𝑞, 𝑟を用いて表した。⑫で𝐷を𝑝, 𝑞, 𝑟

を用いて表して𝐷が平方数、また⑪で解mが正整

数であるという条件でしぼることにより、

c, d, ⅇ, f, gが正整数となるものを見つけることがで

きるようになった。 

 

９．展望 

考察ⅱで𝑓を𝑚の 2 次の関数と仮定しているた

め、今後はすべての(𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔)の組が⑦⑧の式で表

せていることを示す。 
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