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完全数 
2604 石原慶次 2519 小西光柊 2521 鈴木望 2623 永屋和輝 

要旨 

 私たちは，未解決問題である完全数に興味を持ち、それをテーマとして研究した。約数関数の規則

性や倍積完全数の見つけ方について表計算ソフトなどを用いて調べた。1から 100万までの自然数に奇

数の完全数は見つからなかった。そこで，奇数の完全数があると仮定して，これを式に表せることを

調べた。その結果，この式を応用することで，倍積完全数を見つけることができた。今後も計算ソフ

トなどを活用して計算を進め，その式についての新しい条件を探していく。 

 

１．目的                  

  完全数に関する様々な謎を解明する。（具体

的なものは、「４．研究方法」参照） 

 

２．定義 

 ・完全数 

   約数の総和が元の数の 2倍になる数。 

   (ex) 6：1+2+3+6=12=6×2 

      ⇒6は完全数 

2021年 12月現在では、51個の完全数が

見つかっている。この完全数に関して様々

な未解決問題が存在している。 

 ・𝜎(𝑥) 

   𝑥の約数の総和を𝜎(𝑥)と表す。また、 

𝑦 = 𝜎(𝑥)である関数を約数関数と呼ぶ。これ

には部分的な乗法性があり、互いに素な 2

整数𝑎, 𝑏に関して、𝜎(𝑎𝑏) = 𝜎(𝑎)𝜎(𝑏)が成り立

つ。 

 

３．使用ソフト 

  ・Excel 

  ・SageMath 

 

４．研究方法 

   本研究では、主に次の 4つのことをテー

マに研究を行った。 

（Ⅰ）奇数の完全数について 

（Ⅱ）倍積完全数について 

（Ⅲ）様々な数での約数関数について 

（Ⅳ）約数関数の性質について 

 

５．研究内容・結果 

(Ⅰ)奇数の完全数について 

(ⅰ)目的 

現在、完全数は 51個確認されている

が、奇数のものは 1つも発見されてい

ない。よって本研究では、奇数の完全

数を発見するために、その性質を探っ

た。 

  (ⅱ)仮説 

仮説として「奇数の完全数には、そ

の約数に規則性や条件がある」と考え

た。偶数の完全数には、2𝑝 − 1 が素数

（メルセンヌ素数という）となるよう

な素数𝑝を用いて、2𝑝−1(2𝑝 − 1) の形で

表せるという性質がある。そのため、

奇数の完全数にもそのように約数に規

則性が存在するのではないかと考えた

ためである。 

  (ⅲ)結果・考察 

先行研究より、奇数の完全数𝐿が存在

すると仮定すると、𝐿は奇素数𝑝1~𝑝𝑛, 𝑞

と、その指数𝑒1~𝑒𝑛, 𝑎 を用いて、 

𝐿 = 𝑞𝑎 × 𝑝1
2𝑒1 × 𝑝2

2𝑒2 ×…× 𝑝𝑛
2𝑒𝑛 と表

せる（𝑛は自然数、以下同様）ことが分

かっている。そのため、
𝜎(𝐿)

𝐿
は  
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𝜎(𝐿)

𝐿
=
𝜎(𝑞𝑎) × 𝜎(𝑝1

2𝑒1) × 𝜎(𝑝2
2𝑒2)…× 𝜎(𝑝𝑛

2𝑒𝑛)

𝑞𝑎 × 𝑝12𝑒1 × 𝑝22𝑒2 ×…× 𝑝𝑛2𝑒𝑛
 

で表せる（以下式①とする）。この式①

の値が 2になれば完全数であるので、

先行研究から次の 2つの条件が成り立

つと知り、以下のように示した。 

     〈条件〉 

(A) 𝑞 ≡ 𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4)  

(B) 素数𝑝1~𝑝𝑛 は偶数乗される。 

(A)、(B)はともに、式①の分子に 1つ

だけ 2が現れるための条件である。式①

の分母は奇数、分子は偶数、値は 2なの

で、𝜎(𝐿) = 2𝐿 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑4) である。𝑝1~𝑝𝑛 

の約数の総和が奇数である必要がある

ため、𝑝1~𝑝𝑛を偶数乗する(B)。また、分

子は偶数になるので、分母の奇素数のう

ち一つだけは、約数の総和が 4で割ると、

2 余る数になる。よって、その奇素数の

指数は、奇数となる。その奇素数が式①

では、𝑞であり、その指数は𝑎である。 

 𝑞 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4) のとき、𝜎(𝑞𝑎) は常に 4

の倍数となるので、適さない。 

一方、𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) のとき、𝜎(𝑞𝑎)は、

𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) の時に 4で割ると、2余

る数になる。 

よって、𝑞 ≡ 𝑎 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) (A) 

以上より、奇数の完全数が持つ約数

の条件を確認したが、これらを満たす

𝑞𝑎 , 𝑝1
2𝑒1 , 𝑝2

2𝑒2 , … , 𝑝𝑛
2𝑒𝑛を見つけ出すの

は極めて困難であると判断したため、

奇数の完全数を発見するには、別の方

法が必要だと考えた。 

ここで、我々は、奇数の完全数を見

つけることから、作り出す方向に発想

を転換し、研究を進めた。その結果、

「始めに自然数を設定し、分母が全て

約分によって消えるように

𝑞𝑎 , 𝑝1
2𝑒1 , 𝑝2

2𝑒2 , … , 𝑝𝑛
2𝑒𝑛を決定する」と

いう方法を考案した。 

 

〈例〉 

 

  

  

  

① 始めに素数(以後、始めの値と呼

ぶ）を条件(A)に従い設定する。

上図では、131(図中五角形)とし

ている。 

② 分子には、①で立てた自然数の約

数の総和を立てる。上図では、13

の約数の総和である 14つまり 

2×7（図中丸）となっている。 

また、次の分数の分母には、７と

約分して消えるように𝑝2
2𝑒2 を立

てる。 

③ ②を分母が約分によって消えるま

で同じように繰り返す。 

④ 操作を終えた時、分母に立てた値

の積が求める奇数の完全数𝐿であ

る。 

 

このような操作（以後操作 Aと呼

ぶ）をすることで、奇数の完全数を発

見できると考えた。しかし、さまざま

な初めの値を設定し、コンピューター

で計算しても、操作 Aは終了すること

が無かった。原因として、𝑝1~𝑝𝑛は、分

母で偶数乗の形で存在しなければなら

ないが、上の例では、一つしか約分さ

れておらず、残りは別の奇素数の約数

の総和にある素因数で約分する必要が

ある。このことから、この操作 Aを用

いても奇数の完全数を発見することは

難しいと判断した。 

 

(Ⅱ)倍積完全数について 

(ⅰ)目的 

倍積完全数とは、約数の総和が元の

数の自然数倍になる数のことを指す。
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また、約数の総和が元の数の𝑘倍になる

時、その元の数を𝑘倍完全数と呼ぶ。 

     (例)120：1+2+…+60+120=360 

=120×3⇒120は 3倍完全数 

𝑘の最大値、倍積完全数の無限性や規則

性等は明らかになっていない。 

我々はまず、Excelを用いて倍積完全

数にどのような数があるのかを調べ

た。結果は次のようだった。 

1≦𝑛≦1000000で、倍積完全数は 9個

存在した。しかし、1000000個の数を調

べて、9個しか見つからないのでは明ら

かに効率が悪いと感じた。そこで、よ

り少ない試行回数で、より多くの倍積

完全数を見つける方法について研究を

行った。 

(ⅱ)仮説 

この研究での仮説は、奇数の完全数

と同じように、「倍積完全数にはその約

数に規則性や条件がある」とした。倍

積完全数の効率的な発見方法を調べる

ために、約数に着目し、規則性を見出

すことで、調べる数の量を減らせるの

ではないかと考えた。 

(ⅲ)結果・考察 

全ての自然数𝑁は 

      𝑁 = 𝑝1
𝑒1 × 𝑝2

𝑒2 ×…× 𝑝𝑛
𝑒𝑛 

と表せる。よって
𝜎(𝑁)

𝑁
は次のように表さ 

れる。 

   
𝜎(𝑁)

𝑁
=

𝜎(𝑝1
𝑒1)×𝜎(𝑝2

𝑒2)×…×𝜎(𝑝𝑛
𝑒𝑛)

𝑝1
𝑒1×𝑝2

𝑒2×…×𝑝𝑛
𝑒𝑛

  

𝑁が倍積完全数である場合、この値は自

然数となる。 

ここで我々は、操作 Aを応用するこ

とで、倍積完全数を発見できるのでは

ないかと考えた。式①の値が 2になる

ように分母を消す操作 Aと、倍積完全

数の式の値を自然数となるようにする

という点で類似していると考えたため

である。操作 Aとの違いとしては、条

件(A)、(B)が成り立たなくてよいた

め、それをもとに操作を行った。その

一例が次の図である。 

 

 

 

 

① 始めに自然数を分母に立て、その分

子に約数の総和を取る。ここでは例

として𝑝1
𝑒1 = 27 と設定し、約数の

総和は 255つまり 3×5×17であ

る。（図中五角形） 

②  次に分子にある 17と約分して分母

が消える分数を立てるので、分母は

171であり、約数の総和は、18つま

り 2×3²である。（図中丸） 

③ これを、全ての分母が約分によって

消えるまで操作を行う。 

 

このように操作を行うと分母は全て

約分で消え、式の値は 5となった。こ

こで分母の数の積を求めることで 5倍 

    完全数 14182439040 を作り出すことが

できた。 

     しかし、この方法では𝑝1
𝑒1に代入する

数によっては、倍積完全数ができない

場合もあることも分かった。なぜなら

ば、一度分母として立てた素因数をも

う一度分母に立てざるを得なくなった

6 2

28 2

120 3

496 2

672 3

8128 2

30240 4

32760 4

523776 3

𝑛
𝜎(𝑛)

𝑛
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場合に、それ以上計算を進めることが

できなくなるためである。 

    これは、元の式 

𝜎(𝑁)

𝑁
=
𝜎(𝑝1

𝑒1) × 𝜎(𝑝2
𝑒2)…× 𝜎(𝑝𝑛

𝑒𝑛)

𝑝1𝑒1 × 𝑝2𝑒2 ×…× 𝑝𝑛𝑒𝑛
 

が異なる𝑝1
𝑒1 , 𝑝2

𝑒2 , … , 𝑝𝑛
𝑒𝑛に分けて示し

ていることと、𝜎(𝑥)の乗法性に反する

からである。 

我々は、SageMathという数式処理ソ

フトを用いて、𝑝1
𝑒1 を設定すること

で、そこから操作によって発見される

倍積完全数を返すプログラムを作成し

た。右の画像がそれである。17、18行

目の m,eに値を代入することで、前述

の①～③の操作を行う。 

このプログラムを用いて、始めの数

に様々な値を設定して倍積完全数を調

べてみた。始めに設定する値は、その

素因数が小さい方が分母が約分で消え

やすいと予想したため、𝑝1
𝑒1は、2や 3

といった小さな素因数の累乗を設定し

て調査を行った。 

150個の数を検証した結果、上の表に

あるような 22個の倍積完全数を発見す

ることができた。Excelでの調査では、

100万までの自然数を全て調べて 9個の

倍積完全数を発見したため、Excelでの

調査に比べると、遥かに効率が良いこ

とが分かる。予想したように始めの値

を小さな素数の累乗の数にすると倍積

完全数をいくつか発見できた。また、

見つかった倍積完全数の中で一番大き

な数は、始めの値を288と設定して発見

された 54桁の数であるが、始めに設定

する値の大きさと、発見される倍積完

全数の大きさに関連は見いだせなかっ

た。 

我々は今回倍積完全数を見つけるこ

とができなかった始めの値からも倍積

始めの値 出てきた完全数 倍 始めの値 出てきた完全数 倍

2^1 6 2 2^13 4.03031E+11 4

2^2 28 2 2^14 51001180160 3

2^3 32760 4 2^16 8589869056 2

2^4 496 2 2^18 1.37439E+11 2

2^6 8128 2 2^20 1.80258E+21 5

2^7 14182439040 5 2^30 2.30584E+18 2

2^8 459818240 3 2^60 2.65846E+36 2

2^9 142990848 4 2^88 1.91562E+53 2

2^10 1.36619E+13 5 3^6 1.49421E+16 4

2^11 5.18667E+11 5 3^10 6.08873E+15 4

2^12 33550336 2 7 32760 4
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完全数を発見できないかと考え、新た

なプログラムを作成した。倍積完全数

が発見できない場合は、具体的には次

のような場合である。 

𝜎(𝑛)

𝑛
=
32 × 7

25
×
23

7
×
13

32
×
2 × 7

13
 

上の例では、始めの値を𝑝1
𝑒1 = 25と

した時であるが、7は一度分母に出てき

た数であるにも関わらず、もう一度 7

を立てざるを得ない状況になってい

る。ここで分子に 2が 5個以上あるの

であれば、そこで分母の25が約分され

るので分母の数が消えるので、倍積完

全数と言うことができるが、この場合

はそうではないためここで操作終了と

なる。 

そこで、別の方法を考えた。上の例

で見ると、このように操作が進められ

なくなった際に、「最後に 7を立てた

分母までの計算をリセットし、分母に

立てた値（この場合 13）の指数を 2に

して、操作を続ける」ということを行

う。つまり、もう一度分母に立てざる

を得なくなった素数が出た時、その素

数を分母に立てるまでの操作をリセッ

トし、その分母の素数の指数を 1増や

して操作を続ける、ということであ

る。具体的には次のような場合であ

る。 

𝜎(𝑛)

𝑛
=
2 × 32

17
×
13

32
×
2 × 7

13
×
23

7
×
32 × 7

25
 

最後の分子に出てきた 3も 7もすで

に分母に立てられている。そのため、

この分子を消すために分母を立てるこ

とができない。本来はここで操作が終

わってしまうのだが、ここで、最後の

分母に立てる値を25ではなく、指数を

一つ増やし、26にすることで、次の式

のようになるので、操作を続行するこ

とができる。 

𝜎(𝑛)

𝑛
=
2 × 32

17
×
13

32
×
2 × 7

13
×
23

7
×
127

26
 

これを行うプログラムも作成した

が、１つ目以上の成果は無かった。原

因としては、分母の素因数の値が大き

くなってしまうため、計算が終わらな

いことが考えられる。 

 

(Ⅲ)様々な数での約数関数 

  (ⅰ)目的 

方法（Ⅱ）でも説明したように我々

は Excelを用いて、100万までの自然数

に対して約数の総和とそれが元の数の

何倍かを調べた。約数関数𝑦 = 𝜎(𝑥)のグ

ラフを𝑥𝑦平面上に表示すると次のよう

になる。 

      (𝑥の変域は 1≦𝑥≦1000000 

       𝑦の値域は 1≦𝑦≦4390848） 

      

我々は、この約数関数の特徴を探る

ために、色々な数の約数の総和の特徴

を研究した。ここでは、主に𝑦 = 𝜎(𝑥!)

に関して述べる  

（ⅱ）仮説 

我々は、関数のグラフの形や増加の

仕方には、何かの特徴があると予想し

た。 

（ⅲ）結果・考察 

    𝑦 = 𝜎(𝑥!)は𝑥が 1増えた時の𝑦の増加

量が非常に大きく、グラフに示した際

に、有効なデータが得られなかったた
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め、この研究では𝑦 =
𝜎(𝑥!)

𝑥!
 という関数

について考えることとした。次がその

グラフである。 

上のグラフは、𝑥の変域が 1≦𝑥≦20

であり、矢印が指している点は𝑥が素数

である点である。𝑥が合成数（素数でな

い数）である点に比べて、𝑦の増加量が

大きかった。これを 1≦𝑥≦170まで拡

張したグラフが下である。 

このグラフを見ると、𝑥の値が大きく

なるにつれて𝑦の増加量は小さくなっ

ている。 

 

(Ⅳ)約数関数の性質について 

(ⅰ)目的 

「𝑥に対する約数の総和」の約数の総

和、つまり𝜎(𝜎(𝑥))を𝜎2(𝑥)と表すこと

とし、𝑥に対して約数の総和を𝑚回取っ

た時の値を 𝜎𝑚(𝑥)と表す。また、

𝜎2(𝑥) = 2𝑥となる𝑥は「スーパー完全

数」と定義されている。我々は𝜎𝑚(𝑥) =

𝑘𝑥(𝑘は自然数、以下同様)を満たす𝑥を𝑛

とし、1≦𝑥≦1000000 の範囲で考えた。 

すると、(Ⅱ)(ⅰ)で示したように、 

𝑚＝1の時はそれを満たす𝑥が 9個だっ

たのに対し、𝑚＝2の時は 48個だっ

た。我々はスーパー完全数などの約数

の総和を何度か取ると元の数の自然数

倍となる数に着目し、どのような性質

や特徴がみられるか研究した。 

(ⅱ)仮説 

𝜎𝑚(𝑛) = 𝑘𝑛の、𝑛,𝑚, 𝑘には何らかの

関係性がある。 

  (ⅲ)結果・考察 

我々は、まず𝑥をなるべく小さな値に

設定して、具体的に何度約数の総和を

取れば、𝑥の倍数になるかを調べた。そ

の結果、𝑥が大きな素数になると、

𝜎𝑚(𝑥)が𝑥の倍数となる時𝑚, 𝑘の値が非

常に大きくなっていた。1≦𝑥≦400の𝑥

では、全ての𝑥に対し、𝑚, 𝑘が存在し

た。 

𝜎𝑚(𝑛) = 𝑘𝑛を満たす𝑚, 𝑛, 𝑘を 1≦𝑛≦30

で調べた表が次である。 

６．今後の展望 

本研究では、4つのテーマを扱った。ここ

ではそれぞれのテーマに対して、今後の課

題を以下に記す。 

(Ⅰ)奇数の完全数について 

操作 Aという方法を見つけることが

できたが、具体的に発見するにはまだ

𝑝1
2𝑒1~𝑝𝑛

2𝑒𝑛の条件が足りていないと考

えたため、条件(A)、(B)以外の条件を

探していきたいと思う。 

1 1 1 16 2 2

2 2 2 17 92520 13

3 5 4 18 20 4

4 2 2 19 62720 12

5 24 5 20 84 5

6 2 1 21 3 2

7 24 5 22 49920 13

8 3 2 23 6516224 16

9 168 7 24 7 2

10 12 4 25 881280 17

11 1834560 15 26 28 4

12 10 3 27 3360 9

13 84480 13 28 2 1

14 12 3 29 5.17518E+47 78

15 4 2 30 728 7

𝑛 𝑘 𝑚 𝑛 𝑘 𝑚
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(Ⅱ)倍積完全数について 

始めの値の規則や条件を調べること

で、試行回数を減らすことができ、よ

り効率的に倍積完全数を発見できると

考えたため、その値に関する研究も進

めていきたい。 

また、23と７をそれぞれ始めの値と

して設定したとき、発見された倍積完

全数はどちらも 32760 という 4倍完全

数であった。このように異なった始め

の値から同じ倍積完全数が得られる現

象はどのような条件で起こるのか研究

を進めていく。 

さらに、操作 Aには分母に立てる数

の選び方によって多様な分岐がある。

同じ初めの値から操作を行ったとして

も、分母に立てる値の選び方を変える

ことで、異なる倍積完全数が発見され

た。それぞれ、操作の長さも異なるの

で、選び方によってはより速く見つけ

ることも可能になる。また、選び方に

よっては𝑘や桁数が大きい倍積完全数を

発見できるのではないかと予想してい

る。そこで分母の選び方と、発見され

る倍積完全数との関係について調べ、

より速く見つける方法や、より大きな

倍積完全数を発見する方法を探る。 

また、2つ目のプログラムでは、計算

が複雑になり時間がかかるため、それ

を改良し、倍積完全数を発見できなか

った始めの値からも、倍積完全数を発

見できるようにする。 

(Ⅲ)様々な数での倍積完全数 

𝑥!に対しての約数の総和を取ったが、

𝑥を 1 増やしたときの𝑦の増加量はどん

どん減っていたので、𝑥を無限に大きく

した時𝑦は発散するのか、収束するのか

を明らかにしたい。 

  (Ⅳ)約数関数の性質について 

我々は、全ての自然数𝑥は、何回も約

数の総和を取れば、𝑥の倍数が出てくる

のではないかと考えた。そこで我々

は、次のような予想を立てた。 

「全ての自然数𝑥は、自然数𝑚,𝑘を用

いて、𝜎𝑚(𝑥) = 𝑘𝑥と表せる」 

今回の研究では、1≦𝑥≦400のときにこ

の予想を満たすことを確認できた。𝑥が

素数の時は合成数の時に比べて𝑚,𝑘が大

きくなる傾向がみられた。また、𝑥が半

素数（2素数の積で表される合成数）の

時も大きくなる傾向もあった。𝑥と、

𝑚,𝑘の関係や、順番に約数を取っていく

以外の𝑚, 𝑘を見つける方法も見つけてい

きたい。 

我々は、さらに大きな数に対してこ

の予想に当てはまるのかその調査も進

めていくと同時に、最終的に自分たち

の立てた予想を証明する。 
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