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要旨 

 曲率、曲率半径について調べ、今までに学習した２次関数や三角関数について、曲率半径、円の中

心を求めた。また、サイクロイドについて理解をした。最後にクロソイド曲線について紹介する。 

 

1. 曲率 

曲率とは曲線の曲がり具合のことを指し、1を曲率半径で割って定義される。 

 

曲率半径が小さく曲がり具合が急なカーブの地点では、曲率が大きくなる。それに対して、曲率半

径が大きく緩やかなカーブの地点では、曲率が小さくなるということになる。 

例えば運動会で使われる200ｍトラックでは 直線部分を42.8ｍにすると両側に半径18ｍの半円を

描く。この場合、トラックのカーブの部分の曲率半径は 18ｍということになる。よって、この 200ｍ

トラックでの曲率半径は となる。一方、直線部分では曲率半径を無限大と考えるので、曲率は つま

り 0となる。 

 

関数 上の曲率半径 、曲率 の求め方 

 

A(x，y)から微小量だけ離れた関数上の点を B(x+ x，y+ y)とし、A,B における、法線の交点を C

とする。また、∠ACB＝ とし、曲線 AB の長さを とする。 

さらに、A,B における曲線の接線と、x 軸とのなす角度を、それぞれ とする。 

は、十分小さな値なので、曲線 AB を円弧とみなして、 ＝R であるから 

    ・・・Ⅰ 

また、 であり、 は十分小さいので、 

  ・・・Ⅱ 
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さらに、曲線 AB＝線分 AB とみなして、 

    ・・・Ⅲ 

また、接線の傾きから、 

    ・・・Ⅳ 

ⅡにⅣを代入して、 

     ・・・Ⅴ 

ⅠにⅢとⅤを代入して、 

     

   

ここで、  

であるから、 

    

２．曲率を求めた例 

 

(1) の  について曲率半径を調べ、円の中心を求める。 

まず、曲率半径は R＝  とあらわせるので、  を求める。 

 を微分して    …① 

さらに微分して       …② 

曲率半径 R＝  に①②を代入して 
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    R＝  ＝             よって曲率半径 R＝  

 

次に、  に接する直線 ℓ に垂直な直線 を求めることによって円の中心を求める。 

x＝3 を①に代入すると 

    

となるので、直線ℓの傾きは 6 と分かる。 

また、直線 の傾きは、積が－1 より－  となる。 

直線 は  を通るので                            

                               

        となる。…③ 

円の中心の 座標を とおくと、③より               ℓ 

      ＝  となり、中心   となる。 

ここで、円は  を通り、半径  、中心  なので、式は 

     

となり、まとめると 

    となる。 

 

解の公式より 

    

③に代入して、 
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よって、中心の座標   

(2)  の  について曲率半径を調べ、円の中心を求める。 

と同様にして、曲率半径 R＝  より、  を求める。 

 を微分して    …④ 

さらに微分して        …⑤ 

曲率半径 R＝  に④⑤を代入して 

     ＝  

より ＝  =    よって曲率半径 R＝1 

ここで、  に対して半径 1 より、 

よって、中心の座標は  

とわかる。 

３．サイクロイド曲線 

 半径 aの円 Cが定直線上を滑ることなく回転していくとき、円周上の定点 Pが描く図形をサイクロ

イドという。この曲線の 軸対称の曲線は、物体がこの曲線に沿って落下するとき、最も所要時間が

短くなることから、最速降下曲線と呼ばれることもある。 
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上図のように、定直線 軸とし、P の初めの位置が原点 O にあったとして、この円が角θラジアンだ

け回転した時の P の位置を とする。 

  また、 の点を T、P から直線 CT に下ろした垂線と直線 CT の交点を Q とする。 

 

 上の図において、OT＝ =θ 

         x＝OT－PQ＝  

          

 従って、半径 a のサイクロイドの媒介変数表示は  

     ) 

      

  

これによって、点 における接線の傾きを求めることができる。 

 

さらにこれを微分すると、 

 

 = =  

             

 

となり、サイクロイドの接線を微分したものなので、接線の変化の割合を表したものだと言える。 

 

４．クロソイド曲線 

 

クロソイド曲線は速度が一定の車が直線から曲線に入るとき、ハンドルを一定の角速度で回した時

の軌跡である。この曲線は高速道路のカーブに使われている。例えば、競技場のトラックでは、直線

と半円が直接つながっているのでスピードを出したままだと急激に曲率が変わるので曲がりきれなく

なる。一方、高速道路では、直線と曲線の間にクロソイド曲線が挿入してあるため、曲線の曲率まで 

緩やかに曲率が変化していくのでスムーズに曲がることができるようになる。 
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このクロソイド曲線は、原点から曲線上の任意の点ま 

での距離 sが、曲率 kに比例する曲線と定義される。 

 

また、  

であるので、曲率半径 R に反比例する式だということもいえ

る。   

上記の定義を式に置き換えると、 

      s=Ck  (C は定数) 

または、 

      sR=C 
このことから、標準化されたクロソイド曲線の式は、 

 

と表すことができる。 
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